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1 ÂÂÅÄÅÍÈÅ
Îäíèì èç íàèáîëåå çíà÷èìûõ òèïîâ çàäà÷, ðå-
øàåìûõ ñðåäñòâàìè êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, ßâëß-
þòñß çàäà÷è ïî âû÷èñëåíèßì ñ ïîëèíîìàìè îò îä-
íîãî èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ íàä ðàçëè÷íûìè
ïîëßìè è êîëüöàìè (íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî îá-
ùåãî äåëèòåëß, òî÷íîãî çíà÷åíèß êîðíåé, ðàçëîæå-
íèß íà ìíîæèòåëè, âû÷èñëåíèå äèñêðèìèíàíòîâ è
ðåçóëüòàíòîâ ñèñòåì óðàâíåíèé, áàçèñîâ Ãðåáíåðà
è ò.ï.) (ñì., íàïðèìåð, [1]), à òàêæå çàäà÷è èññëå-
äîâàíèß ñèñòåì íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé (ñì., íàïðèìåð, [2]) è äðóãèõ ñèñòåì, ñâîäß-
ùèõñß ê íèì ïîäñòàíîâêàìè ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé. Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàçâèòû ìå-
òîäû èñêëþ÷åíèß íåèçâåñòíûõ èç ñèñòåì ïîëèíî-
ìèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî, ïðè ïåðåõîäå ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íåàëãåáðàè÷åñêèõ
ñèñòåì, êëàññè÷åñêèå ìåòîäû èñêëþ÷åíèß îêàçû-
âàþòñß íåïðèìåíèìûìè. Â òî æå âðåìß, çàäà÷è èñ-
ñëåäîâàíèß èññëåäîâàíèß òàêèõ ñèñòåì (â òîì ÷èñ-
ëå, çàäàííûõ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå) ßâëßþòñß
àêòóàëüíûìè: ïðèëîæåíèß òåîðèè èññëåäîâàíèß
íåàëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ìîãóò áûòü,
íàïðèìåð, ñâßçàíû ñ ïðîöåññàìè õèìè÷åñêîé òåõ-
íîëîãèè è ãîðåíèß (ñì., íàïðèìåð, [3]). Çäåñü íåëè-
íåéíûå óðàâíåíèß è ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé âîçíèêàþò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâà-
íèè ïðîöåññîâ òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà â õèìè÷å-
ñêè àêòèâíûõ ñðåäàõ. Â óðàâíåíèßõ íåëèíåéíîé
è íåèçîòåðìè÷åñêîé êèíåòèêè âîçíèêàþùèå íåëè-
íåéíîñòè ìîãóò èìåòü íå òîëüêî ïîëèíîìèàëüíûé,
íî è áîëåå îáùèé âèä, íàïðèìåð, ýêñïîíåíöèàëü-
íûé. Ïîýòîìó ïðèêëàäíûå çàäà÷è òðåáóþò ðàçâè-
òèß ìåòîäîâ èñêëþ÷åíèß ïåðåìåííûõ è äëß ñèñòåì
ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ (òðàíñöåíäåíòíûõ) óðàâ-
íåíèé.
Â 1977 ã. â ðàáîòå [4] Ë.À. Àéçåíáåðãîì áûë
ïðåäëîæåí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä èñêëþ÷åíèß
íåèçâåñòíûõ, îñíîâàííûé íà ôîðìóëå ìíîãîìåðíî-
ãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî âû÷åòà, ðàçâèòûé â ïîñëåä-
ñòâèè â ðàáîòàõ [3,57]. Ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ àíà-
ëîãà ðåçóëüòàíòà äëß öåëûõ ôóíêöèé áûë âïåðâûå
èçëîæåí â [8].
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ßâëßåòñß ðàçðàáîòêà è
ïðîãðàììíàß ðåàëèçàöèß àëãîðèòìà ïîñòðîåíèß
ñåìåéñòâà àíàëîãîâ ôîðìóëû Ïëàíà (ñì., íàïðè-
ìåð, ïðèìåð 7 ãëàâû 7 èç [9]), âïåðâûå ïîëó÷åííûõ
Â.È. Êóçîâàòîâûì è À.Ì. Êûòìàíîâûì â ðàáî-
òå [10] ïðè æåñòêèõ îãðàíè÷åíèßõ íà ðàöèîíàëü-
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íóþ ôóíêöèþ, êîòîðûå áûëè âïîñëåäñòâèè ñíßòû
â ðàáîòå [11]. Äàííûé àëãîðèòì áóäåò èñïîëüçî-
âàòüñß äëß àëãîðèòìèçàöèè è ïðîãðàììíîé ðåà-
ëèçàöèè ôóíêöèîíàëüíûõ ñîîòíîøåíèé íà ìíîãî-
ìåðíûå àíàëîãè äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà, êîòîðûå
ßâëßþòñß âàæíûì èíñòðóìåíòîì â ñîçäàíèè ìåòî-
äîâ èñêëþ÷åíèß íåèçâåñòíûõ èç ñèñòåì íåëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé, êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòå [12].
2 ÄÇÅÒÀ-ÔÓÍÊÖÈß ÐÈÌÀÍÀ
È ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÔÎÐ-
ÌÓËÀ ÏËÀÍÀ
Êëàññè÷åñêàß ôîðìóëà Ïëàíà âûðàæàåò ñóììó
çíà÷åíèé â öåëûõ òî÷êàõ ãîëîìîðôíîé è îãðàíè-
÷åííîé (äëß âñåõ çíà÷åíèé z, äëß êîòîðûõ x1 ≤
Re z ≤ x2, x1, x2  öåëûå ÷èñëà) ôóíêöèè ϕ (z) ÷å-
ðåç íåêîòîðûå èíòåãðàëû. À èìåííî,
1
2
ϕ (x1) +ϕ (x1 + 1) + . . .+ϕ (x2 − 1) + 1
2
ϕ (x2) =
=
x2∫
x1
ϕ (z) dz +
1
i
∞∫
0
ϕ (x2 + iy)− ϕ (x2 − iy)
e2piy − 1 dy+
+
1
i
∞∫
0
ϕ (x1 − iy)− ϕ (x1 + iy)
e2piy − 1 dy. (1)
Ïðèìåíßß ôîðìóëó Ïëàíà ê ðßäó (çäåñü, êàê
îáû÷íî, Γ (z) ýòî Γôóíêöèß Ýéëåðà)
d2
dz2
ln Γ (z) =
∞∑
n=0
1
(z + n)2
â ñëó÷àå, åñëè âåùåñòâåííàß ÷àñòü z ïîëîæèòåëü-
íà, ïîëó÷åíî (ñì., íàïðèìåð, ãëàâà 12, ï. 12.32 èç
[9]) èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå Áèíå äëß ln Γ (z):
d
dz
ln Γ (z) = − 1
2z
+ ln z − 2
∞∫
0
t dt
(z2 + t2) (e2pit − 1) .
Èñïîëüçóß ïðåäñòàâëåíèå Áèíå äëß
Γ′ (x)
Γ (x)
, ïîëó-
÷åíî ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëß
âåùåñòâåííûõ x:
Γ′ (1 + x)
Γ (1 + x)
− lnx = Γ
′ (x)
Γ (x)
+
1
x
− lnx =
=
1
2x
− 2
∞∫
0
t dt
(t2 + x2) (e2pit − 1) =
= −2
∞∫
0
t
t2 + x2
(
1
e2pit − 1 −
1
2pit
)
dt.
Ïîäñòàâëßß íàéäåííîå ñîîòíîøåíèå â èíòå-
ãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëß äçåòà-ôóíêöèè Ðèìà-
íà ζ (s) è ìåíßß ïîðßäîê èíòåãðèðîâàíèß, ìîæíî
ïîëó÷èòü ôóíêöèîíàëüíîå ñîîòíîøåíèå (ñì., íà-
ïðèìåð, ãëàâà 2, ï. 9 èç [13]) äëß êëàññè÷åñêîé
äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà.
Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, ãëàâà 2, ï. 9 èç
[13]), ÷òî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëß äçåòà-
ôóíêöèè Ðèìàíà ζ (s) â ïîëîñå 0 < Re s < 1 èìååò
âèä:
ζ (s) = −sinpis
pi
∞∫
0
(
Γ′ (1 + x)
Γ (1 + x)
− lnx
)
x−s dx.
Åñëè ãîâîðèòü îá îáîáùåíèßõ äçåòà-ôóíêöèè,
òî È.Ì. Ãåëüôàíä, Á.Ì. Ëåâèòàí è Ë.À. Äèêèé
èçó÷àëè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1416]) äçåòà-
ôóíêöèþ, àññîöèèðîâàííóþ ñ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèßìè îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëß â 50-õ ãî-
äàõ ïðîøëîãî âåêà. Åå çíà÷åíèå îêàçàëîñü ñâß-
çàííûì ñî ñëåäîì äàííîãî îïåðàòîðà. Èõ ïîäõîä
áûë ðàçâèò [17] äàëåå Â.Á. Ëèäñêèì è Â.À. Ñàäîâ-
íè÷èì (60 ãîäû), êîòîðûå ðàññìîòðåëè êëàññ öå-
ëûõ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî, îïðåäåëèëè äëß
íèõ äçåòà-ôóíêöèþ êîðíåé è èññëåäîâàëè åå îá-
ëàñòü àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèß. Â ðàáîòå [18]
Ñ.À. Ñìàãèí è Ì.À. Øóáèí ñòðîßò äçåòà-ôóíêöèþ
ýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ è îïåðàòîðîâ áîëåå îá-
ùåãî âèäà, äîêàçûâàþò âîçìîæíîñòü ìåðîìîðôíî-
ãî ïðîäîëæåíèß äçåòà-ôóíêöèè è äàþò íåêîòîðóþ
èíôîðìàöèþ î ïîëþñàõ.
Ìíîãîìåðíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû À.Ì. Êûò-
ìàíîâûì è Ñ.Ã. Ìûñëèâåö â ðàáîòå [12]. Äàííûìè
àâòîðàìè áûëî ââåäåíî ïîíßòèå äçåòà-ôóíêöèè,
àññîöèèðîâàííîé ñ ñèñòåìîé ìåðîìîðôíûõ ôóíê-
öèé f = (f1, . . . , fn) â Cn. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè
âû÷åòîâ ýòèìè àâòîðàìè áûëî äàíî èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå äëß äçåòà-ôóíêöèè, îäíàêî â ðàáî-
òå áûëè íàëîæåíû æåñòêèå óñëîâèß íà ñèñòåìó
ôóíêöèé f1, . . . , fn.
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Â ðàáîòå [19] Â.È. Êóçîâàòîâûì è À.À. Êûò-
ìàíîâûì ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè âû÷åòîâ ïîëó-
÷åíû äâà èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèß äëß äçåòà-
ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé ïî íóëßì öåëîé ôóíêöèè
êîíå÷íîãî ïîðßäêà ðîñòà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêî-
ñòè. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé îïèñàíà îá-
ëàñòü, â êîòîðóþ ýòà äçåòà-ôóíêöèß ïðîäîëæàåò-
ñß.
3 ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È
ÈÇÂÅÑÒÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ
Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [19]. Ïóñòü
f (z)  öåëàß ôóíêöèß ïîðßäêà ρ â C. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå
f (z) = 0. (2)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nf = f
−1 (0) ìíîæåñòâî âñåõ
êîðíåé óðàâíåíèß (2) (êàæäûé êîðåíü ñ÷èòàåòñß
ñòîëüêî ðàç, êàêîâà åãî êðàòíîñòü). ×èñëî êîðíåé
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.
Äçåòà-ôóíêöèß ζf (s) êîðíåé óðàâíåíèß (2)
îïðåäåëßåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ζf (s) =
∑
a∈Nf
(−a)−s ,
ãäå s ∈ C. Çíàê ìèíóñ â îïðåäåëåíèè äçåòà-
ôóíêöèè âçßò äëß óäîáñòâà çàïèñè èíòåãðàëüíûõ
ôîðìóë.
Ïðèâåäåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëß
äçåòà-ôóíêöèè ζf (s) íóëåé zn ôóíêöèè f , êîòîðûå
èìåþò âèä
zn = −qn + isn, qn > 0.
Îáîçíà÷èì
F (f, x) =
∞∑
n=1
eznx (3)
è ïðåäïîëîæèì, ÷òî Re s = σ > 1 è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèß:
lim
n→∞
qn
n
> 0, (4)
ðßä
∞∑
n=1
(
1
qn
)σ−1
ñõîäèòñß. (5)
Äëß îïðåäåëåíèß îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðßäà (3)
âîñïîëüçóåìñß êðèòåðèåì Êîøè. Ðàññìîòðèì [19]
(äëß âåùåñòâåííîãî x)
|eznx| =
∣∣∣e(−qn+isn)x∣∣∣ = ∣∣e−qnx · eisnx∣∣ = e−qnx.
Òàêèì îáðàçîì, äëß ñõîäèìîñòè ðßäà (3), èñïîëü-
çóß óñëîâèå (4), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
lim
n→∞
n
√
e−qnx = lim
n→∞ e
− qnx
n = lim
n→∞
1
e
qnx
n
< 1,
òî åñòü x > 0.
Òåîðåìà 1 ( [19]). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (4),
(5) è Re s > 1. Òîãäà
ζf (s) =
1
Γ (s)
∞∫
0
xs−1F (f, x) dx,
ãäå F (f, x) îïðåäåëßåòñß ôîðìóëîé (3).
Â äàííîé ñòàòüå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íóëè
zn èìåþò âèä
zn = −qn, qn > 0,
ãäå qn îáðàçóþò íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
F (f, 2piiz) =
∞∑
n=1
ezn2piiz =
∞∑
n=1
e−qn2piiz. (6)
Ðàññìîòðèì (äëß z = x+ iy)∣∣e−qn2piiz∣∣ = ∣∣∣e−qn2pii(x+iy)∣∣∣ = eqn2piy.
Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðßäà
F (f, 2piiz), îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé (6), ßâëßåòñß
ìíîæåñòâî, çàäàâàåìîå óñëîâèåì
lim
n→∞
n
√
eqn2piy = lim
n→∞ e
qn2piy
n < 1,
òî åñòü y < 0 ââèäó óñëîâèß (4).
Ïðè ïîìîùè çàìåíû e−2piiz = w ðßä (6) ïðèâî-
äèòñß ê âèäó
∞∑
n=1
wqn èëè
G (w) =
∞∑
n=1
fnw
n, (7)
ãäå êîýôôèöèåíòû fn îïðåäåëßþòñß ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
fn =
{
1, n = qk
0, n 6= qk,
è, ñëåäîâàòåëüíî, lim
n→∞
n
√|fn| = 1.
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Çàìåòèì, ÷òî â ðßäå (7) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êî-
ýôôèöèåíòîâ fn îòëè÷íî îò íóëß.
Ïðè |w| → 1 − 0 ôóíêöèß G(w) ñòàíîâèòñß
íåîãðàíè÷åííîé, íî ßâëßåòñß ãîëîìîðôíîé â åäè-
íè÷íîì êðóãå. Òàêèì îáðàçîì, G(w) íå ïðîäîëæà-
åòñß â òî÷êó 1. Òåîðåìà Ôàáðè î ëàêóíàõ (ñì.,
íàïðèìåð, [20, 2.3]) ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæíî ïî-
äîáðàòü êîýôôèöèåíòû ðßäà òàê, ÷òî ó ïîëó÷åí-
íîé ôóíêöèè G(w) âñß îêðóæíîñòü áóäåò ßâëßòüñß
åñòåñòâåííîé ãðàíèöåé.
Â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñß ðàññìîòðåíèåì
êëàññîâ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé G (w), äëß êîòî-
ðûõ ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (7). Îòíîñèòåëü-
íî ýòîãî ñôîðìóëèðóåì (ñì., íàïðèìåð, [20, 6.1])
ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 2 (Ñåãå, [20]). Ñòåïåííîé ðßä
G (w) =
∞∑
0
fnw
n, (8)
êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî fn ìîãóò ïðèíèìàòü
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, èëè
ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ, èëè
íåïðîäîëæàåì çà ïðåäåëû åäèíè÷íîãî êðóãà. Â
ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîñòè ñóììû ðßäà (8)
G (w) =
P (w)
1− wN ,
ãäå P (w)  ìíîãî÷ëåí, à N  íåêîòîðîå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñîáûìè òî÷êàìè (â äàííîì
ñëó÷àå ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðßäêà) äëß ôóíêöèè
G (w) ìîãóò áûòü òîëüêî òî÷êè
wk = e
i 2pi
N
k, k = 0, 1, . . . , N − 1, N ∈ N.
Â ïåðåìåííûõ z äëß ôóíêöèè F (f, 2piiz) îñîáûìè
òî÷êàìè áóäóò òî÷êè
e−2piiz = wk, −2piiz = i
(
2pi
N
k + 2pil
)
,
z = −
(
k
N
+ l
)
, l = 0,±1,±2, . . . ,
èëè ÷òî òî æå ñàìîå
zk,l = l − k
N
, l = 0,±1,±2, . . . , k = 0, . . . , N − 1.
Ïóñòü äëß qn âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (4).
Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî degP (w) = N ,
òî åñòü
P (w) = a1w + a2w
2 + . . .+ aN−1wN−1 + wN ,
ãäå êîýôôèöèåíòû aj ∈ {0, 1} ââèäó ðàçëîæå-
íèß (7), j = 1, . . . , N − 1.
Åñëè degP (w) > N , òî â âûðàæåíèè äëß G (w)
ìîæíî âûäåëèòü öåëóþ ÷àñòü, êîòîðàß áóäåò ñî-
äåðæàòü ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, è íà
ýëåìåíòû G (w), íà÷èíàß ñ íåêîòîðîãî íîìåðà,
ýòè ñëàãàåìûå îêàçûâàòü âëèßíèß íå áóäóò. Åñëè
degP (w) ≤ N , òî â ðàçëîæåíèè G (w) áóäóò êî-
ýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà P (w), êîòîðûå áóäóò ïå-
ðèîäè÷åñêè ïîâòîðßòüñß (ââèäó ãåîìåòðè÷åñêîé
ïðîãðåññèè). Ìîíîì wN âûäåëåí äëß óäîáñòâà âû-
÷èñëåíèé.
Ïðèâåäåì ßâíîå âûðàæåíèå ôóíêöèè
F (f, 2piiz) ÷åðåç ôóíêöèþ G (w). Áóäåì èìåòü
F (f, 2piiz) =
P
(
e−2piiz
)
1− e−2piizN . (9)
Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (9) ßâëßåòñß àíàëèòè-
÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ââåäåííîé ðàíåå ôóíêöèè
F (f, 2piiz), îïðåäåëßåìîé ïî ôîðìóëå (6). Îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèß âûðàæåíèß (9) ßâëßåòñß êîì-
ïëåêñíàß ïëîñêîñòü C çà èñêëþ÷åíèåì îñîáûõ òî-
÷åê zk,l.
Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [10] òðåáîâàëîñü âûïîë-
íåíèå ñëåäóþùåãî óñëîâèß:
1 + F (f, 2piiz) = −F (f,−2piiz) (10)
è âûòåêàþùåãî èç íåãî
− (1 + F (f,−2piy)) = F (f, 2piy) . (11)
Â òåðìèíàõ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè G (w) óñëîâèå
(10) áûëî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:
1 +G (w) = −G
(
1
w
)
.
Â ðàáîòå [11] îãðàíè÷åíèß (10) è (11) áûëè ñíßòû.
Äëß ñîêðàùåíèß çàïèñè îáîçíà÷èì
Q (xj , y) = ϕ (xj − iy)F (f, 2piy) +
+ ϕ (xj + iy)
[
1 + F (f,−2piy)], j = 1, 2.
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Òåîðåìà 3 ( [11]). Ïóñòü x1 è x2  öåëûå ÷èñëà, à
ϕ (z)  ôóíêöèß, ãîëîìîðôíàß è îãðàíè÷åííàß íà
ìíîæåñòâå {x1 ≤ Re z ≤ x2}. Òîãäà
P (w0)
N
[
1
2
ϕ (x1) + ϕ (x1 + 1) + ϕ (x1 + 2) +
+ . . .+ ϕ (x2 − 1) + 1
2
ϕ (x2)
]
+
P (w1)
N
×
×
[
ϕ
(
x1 + 1− 1
N
)
+ ϕ
(
x1 + 2− 1
N
)
+
+ . . .+ ϕ
(
x2 − 1− 1
N
)
+ ϕ
(
x2 − 1
N
)]
+
+
P (w2)
N
[
ϕ
(
x1 + 1− 2
N
)
+ . . .+
+ ϕ
(
x2 − 1− 2
N
)
+ ϕ
(
x2 − 2
N
)]
+ . . .+
+
P (wN−1)
N
[
ϕ
(
x1 + 1− N − 1
N
)
+ . . .+
+ ϕ
(
x2 − 1− N − 1
N
)
+ ϕ
(
x2 − N − 1
N
)]
=
=
x2∫
x1
ϕ (z) dz +
1
i
∞∫
0
Q (x1, y) dy − 1
i
∞∫
0
Q (x2, y) dy.
(12)
Ïðèâåäåííîå îáîáùåíèå ôîðìóëû Ïëàíà â
äàëüíåéøåì ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïîëó-
÷åíèè àíàëîãà èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèß Áèíå.
Òåì ñàìûì áóäåò îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê ïîëó-
÷åíèþ ôóíêöèîíàëüíîãî ñîîòíîøåíèß äëß äçåòà-
ôóíêöèè êîðíåé íåêîòîðîãî êëàññà öåëûõ ôóíê-
öèé.
4 ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ
Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (12) ñ êî-
ýôôèöèåíòîì 1/2 áåðóòñß ëèøü çíà÷åíèß ôóíê-
öèè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ x1 è x2 (ïî ôîðìóëàì
Ïðèâàëîâà-Ïëåìåëß).
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî F (f, 2piy)  ýòî ðà-
öèîíàëüíàß ôóíêöèß G (w), â àðãóìåíò êîòîðîé
âìåñòî w ïîäñòàâëåíî w = e−2piy. Àíàëîãè÷íî,
F (f,−2piy) ýòî ðàöèîíàëüíàß ôóíêöèß G (w), â àð-
ãóìåíò êîòîðîé âìåñòî w ïîäñòàâëåíî w = e2piy.
Îáîçíà÷àß e2piy = t, ìîæíî çàïèñàòü
F (f, 2piy) =
a1
t +
a2
t2
+ . . .+
aN−1
tN−1 +
1
tN
1− 1
tN
=
= −a1t
N−1 + a2tN−2 + . . .+ aN−1t+ 1
1− tN .
(13)
Àíàëîãè÷íî,
F (f,−2piy) = a1t+ a2t
2 + . . .+ aN−1tN−1 + tN
1− tN .
Òîãäà
1 + F (f,−2piy) = 1 + a1t+ a2t
2 + . . .+ aN−1tN−1
1− tN .
(14)
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè F (f, 2piy) è 1 +
F (f,−2piy), âõîäßùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìó-
ëû (12), îïðåäåëßþòñß ïî ôîðìóëàì (13) è (14)
ñîîòâåòñòâåííî.
5 ÏÐÈÌÅÐÛ
Àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ñðåäå Maple 2016
64bit. Ïîëíûé êîä ïðîãðàììû äîñòóïåí ïî àäðåñó
https://github.com/aakytmanov/Plan_formula.
Âû÷èñëåíèß ïðîèçâîäèëèñü íà ìàøèíå Intel Core
i7-4790 (3.6 GHz) c 32 Gb RAM ïîä óïðàâëåíèåì
Windows 7 Enterprise x64 SP1. Âðåìß ñ÷åòà äëß
ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ñîñòàâèëî ìåíåå 1 ñåêóí-
äû.
Ïðèìåð 1 (êëàññè÷åñêàß ôîðìóëà Ïëàíà). Â ñëó-
÷àå, êîãäà qn = n, èìååì P (w) = w è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, G (w) =
w
1− w . Â ñîãëàñèè ñ âûðàæåíèß-
ìè (13) è (14) è ðàññóæäåíèßìè î ðàöèîíàëüíîñòè
ôóíêöèè F (f,−2piy) áóäåì èìåòü
F (f, 2piy) =
∞∑
n=1
e−n2piy =
e−2piy
1− e−2piy =
1
e2piy − 1 ,
1 + F (f,−2piy) = 1 + w
1− w =
1
1− w =
=
1
1− e2piy = −
1
e2piy − 1 ,
è ìû ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêóþ ôîðìóëó Ïëàíà (1).
Âõîäíûìè äàííûìè àëãîðèòìà â ýòîì ñëó÷àå áó-
äóò ïóñòîé ñïèñîê êîýôôèöèåíòîâ aj , ôóíêöèß
ϕ(z) è íåêîòîðûå çàäàííûå öåëûå ÷èñëà x1 è x2,
íàïðèìåð:
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> Plan([], z->varphi(z), 1, 10);
Ïðèìåð 2. Ïóñòü x1 = 0, x2 = N , ϕ (z) ≡ 1. Òîãäà
ôîðìóëà (12) ïðèíèìàåò âèä
P (w0) + P (w1) + P (w2) + . . .+ P (wN−1) = N.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè P (w) = wN +wN−1 + . . .+w (âñå
êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíßõ w  åäèíè÷íûå) ïî-
ëó÷àåì, ÷òî P (w0) = N èëè
P (w1) + P (w2) + . . .+ P (wN−1) = 0.
Ïðèìåðîì âûçîâà ïðîãðàììû â äàííîì ñëó÷àå ìî-
æåò ßâëßòüñß ñëåäóþùèé êîä
> Plan([1, 1, 1, 1], z->1, 0, 5);
Ïðè N = 1 ïîëó÷àåì òîæäåñòâî P (w0) ≡ 1, êî-
òîðîå ñîãëàñóåòñß ñ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî ïðè-
ìåðà.
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